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INTISARI 
 
Persamaan Laplace merupakan persamaan diferensial parsial yang mempunyai bentuk umum dalam 
koordinat kartesius dua dimensi, yaitu  డ
మ௨
డ௫మ
+ డమ௨
డ௬మ
= 0. Penelitian ini bertujuan menyelesaikan persamaan 
Laplace dalam koordinat polar. Persamaan Laplace dari koordinat kartesius ditransformasikan ke 
koordinat polar. Kemudian dicari penyeselesaian persamaan Laplace dengan syarat batas Dirichlet 
dalam bentuk formula Poisson. Selanjutnya formula Poisson diselesaikan dengan metode numerik. 
Berdasarkan hasil penelitian, penyelesaian persamaan Laplace dengan syarat batas ݑ(1,ߠ) =cos 2ߠ , 0 < ݎ < 1 0 < ߠ < 2ߨ menggunakan 100 partisi pada titik (0.8,2π) diperoleh error yang 
terbesar yaitu 4.486570004402779×10-10. Sedangkan persamaan Laplace dengan syarat batas, ݑ(1, ߠ) =sin 2ߠ , 0 < ݎ < 1 0 < ߠ < 2ߨ menggunakan 100 partisi pada titik (0.8,2π) diperoleh error yang 
terbesar  yaitu  6.106226635438361×10-16. 
Kata Kunci: persamaan Laplace, formula Poisson, koordinat polar 
PENDAHULUAN 
Ilmu matematika adalah salah satu ilmu pengetahuan yang mempunyai ciri khas yang tertuang 
dalam bahasa simbolis dan berhubungan dengan kehidupan nyata. Salah satu konsep matematika yang 
berperan penting dengan ilmu pengetahuan lain adalah persamaan diferensial. Banyak masalah dalam 
kehidupan sehari-hari dapat dinyatakan sebagai persamaan diferensial. 
Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang memuat turunan satu atau lebih 
variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas [1]. Salah satu jenis persamaan diferensial 
adalah persamaan diferensial parsial, yaitu persamaan diferensial yang memuat turunan dari satu atau 
lebih variabel tak bebas terhadap lebih dari satu variabel bebas [1].  
Suatu persamaan diferensial parsial dapat diklasifikasikan menjadi tiga bentuk yaitu persamaan 
diferensial eliptik, persamaan diferensial parabolik dan persamaan diferensial hiperbolik. Persamaan 
diferensial eliptik yang sering ditemui dalam bidang fisika adalah persamaan Laplace. Persamaan 
Laplace dalam koordinat kartesius dapat dituliskan sebagai berikut: 
߲ଶݑ
߲ݔଶ
+ ߲ଶݑ
߲ݕଶ
= 0. (1) 
Koordinat Cartesius bukan merupakan satu-satunya jalan untuk menyajikan kedudukan suatu titik 
pada bidang. Cara lain untuk menunjukkan kedudukan suatu titik pada bidang ialah menggunakan 
sistem koordinat polar. Pada penelitian ini persamaan Laplace disajikan dalam koordinat polar. 
Penyelesaian  persamaan Laplace secara umum sulit diselesaikan dengan metode analitik [2]. Hal 
ini biasanya disebabkan adanya syarat awal dan syarat batas yang tidak sederhana. Sehingga, untuk 
mengatasi permasalahan tersebut digunakan metode numerik untuk memperoleh penyelesaian 
pendekatannya. 
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Persamaan Laplace dalam koordinat polar dikonstruksi dengan menggunakan metode separasi 
variabel untuk mencari penyelesaiaan umumnya, kemudian dicari penyelesaian khusus dengan 
menggunakan deret Fourier. Selanjutnya penyelesaian khusus dihampiri dengan metode numerik. 
 
PERSAMAAN LAPLACE 
Persamaan (1) dapat dituliskan dengan operator  (delta), dengan 
2 2
2 2 .x y
 
  
 
 (2) 
Sehingga bentuk persamaan Laplace dimensi dua dalam koordinat kartesius adalah 
2 2
2 2 0.
u uu
x y
 
   
 
 (3) 
Transformasi Persamaan Laplace dari Koordinat Kartesius ke Koordinat Polar 
Persamaan (1) ditransformasikan dari sistem koordinat kartesius ݑ(ݔ,ݕ) ke sistem koordinat polar 
ݑ(ݎ,ߠ), dapat dilakukan dengan memisalkan: 
  cos  ,     sin .x r y r    
dimana 2 2r x y  dan arctan .y x   
Kemudian dicari turunan parsial pertama u terhadap r dan  . 
cos sin ,u u u
r x y
 
  
 
  
 (4) 
   sin cos . u u ur r
x y
 

  
  
  
 (5) 
Dari Persamaan (4) dan (5) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks berikut: 
cos sin
sin cos
u u
x r
u u
y
r r
 
 

   
    
          
    


 


 
1
cos   sin  
u u u
x r r
 




 
  
 (6) 
1
sin   o .c s  u u u
y r r
 

  
 
  
 (7) 
Selanjutnya dicari turunan parsial kedua u terhadap r dan  . 
2 2 2 2
2 2
2 2 2cos 2cos sin sin ,
u u u u
r x x y y
   
   
  
    
 (8) 
2 2 2
2 2 2
2 2 2((sin ) cos 2(sin cos ) ) ( cos sin ).yx
u u u u ur u r
x y x y
    

    
     
    
 (9) 
Dari Persamaan (8) diperoleh bahwa: 
2 2 2 2
2 2
2 2 22cos sin cos sin .  
u u u u
y x x y r
   
   
   
    
 (10) 
Substitusikan Persamaan (10) ke Persamaan (9), diperoleh: 
2 2 2 2
2
2 2 2 2cos   sin   .
u u u u u ur r
x y x y r
 

       
               
 (11) 
Substitusikan Persamaan (9) dan (10) ke Persamaan (11), diperoleh: 
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2 2
2 2 2
1 1 0u u u
r r r r 
  
  
  
2 2 2 2
2
2 2 2 2
1 1
( cos (cos     sin   ) sin (sin cos   ))
u u u u u u u ur r
r r r r x y r
     
  
        
                
 
2 2 2 2
2 2 2 2 2
1 1 .u u u u u
x y r r r r 
     
         
 
Jadi, persamaan Laplace dalam bentuk koordinat polar adalah 
2 2
2 2 2
1 1 0.u u u
r r r r 
  
  
  
 (12) 
Selanjutnya adalah menentukan penyelesaian persamaan Laplace dalam koordinat polar. 
Penyelesaian Persamaan Laplace dalam koordinat polar 
Persamaan Laplace merupakan salah satu persamaan diferensial parsial tipe eliptik. Persamaan 
Laplace dalam koordinat polar mempunyai bentuk umum sebagai berikut: 
 
dengan kondisi batas yang digunakan dari masalah Dirichlet yaitu  
(0, ) 0u                ( , ) ( )u a H   (14) 
( , 0) 0u r               ( , ) 0u r b   (15) 
Pada pembahasan kali ini untuk menyelesaikan persamaan Laplace dalam koordinat polar 
dilakukan dengan cara pemisah variabel. 
Misalkan penyelesaian Persamaan (13) adalah 
( , ) ( ) ( )u r R r T   (16) 
dengan R  adalah fungsi terhadap r  dan T  adalah fungsi terhadap  . 
Karena Persamaan (16) adalah solusi dari Persamaan (13), maka diperoleh 
2 2
2 2 2
2 2
2 2 2
1 11 .1 R R TT T R
r r r
u u u
r r r r r t
  
  

  


 

   
(17) 
Selanjutnya Persamaan (17) dipisahkan berdasarkan variabel T dan variabel R  saja, sehingga 
diperoleh 
2 2 2 2 2d T dt r d R dr r dR dr
T R
 

 
(18) 
ruas kiri dari Persamaan (18) hanya bergantung pada variabel T sedangkan ruas kanan hanya 
bergantung pada variabel R . Karena Persamaan (18) adalah perbandingan, maka dibutuhkan suatu 
konstanta. Pilih konstanta pemisah   untuk sebuah perbandingan pada Persamaan (18) sehingga 
diperoleh 
2 2 2 2 2d T dt r d R dr r dR dr
T R

 
  
 
(19) 
selanjutnya Persamaan (19) dapat dituliskan dalam persamaan diferensial biasa 
2
2 0
d T T
dt
   
(20) 
2
2
2 0
d R dRr r R
dr dr
    
(21) 
persamaan karakteristik dari Persamaan (20) adalah 2 0m    sehingga diperoleh penyelesaian 
umumnya adalah 
( ) cos sinT A B     (22) 
dimana A dan B adalah konstanta sebarang.  
 pada 0 r a   dan 2 ,b     (13) 
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2n 
karena ( )T   harus memenuhi kondisi batas periodik: 
(2 ) ( )T T     untuk ,    (23) 
maka haruslah 2n  . Dengan demikian 
 Dan ( ) cos sinT A n B n     ( n =1,2, . . .)   . (24) 
Ada juga kasus 0n   ketika 0   dari Persamaan (24) yaitu ( ) .T A   
Selanjutnya dicari penyelesaian dari Persamaan (21) yang dapat diselesaikan dengan 
persamaan diferensial Cauchy-Euler dengan solusi umumnya berupa ( )R r r . Perhatikan bahwa 
1( )dR r r
dr
   dan 
2
2
2 ( ) ( 1)
d R r r
dr
   
 
karena 2n   maka Persamaan (20) dapat dituliskan 
2( ( 1) ) 0n r       
(25) 
karena r  tidak sama dengan nol maka diperoleh  persamaan karakteristik dari Persamaan (25) yaitu 
( )( ) 0n n     
sehingga penyelesaian dari Persamaan (21) adalah ( ) n nR r Cr Dr   dan didapat penyelesaian dari 
Persamaan (16) yaitu 
( )( cos sin ) 1, 2,3,...nn n
Du Cr A n B n n
r
      (26) 
Kasus 0n  ketika 0   dari Persamaan (21) yaitu 
0 ( ln ).u A C D r   
(27) 
Persamaan (26) dan (27) adalah fungsi harmonik dalam domainnya, kecuali pada 0r   . Pada 
0r   beberapa solusi (
nr  dan ln r ) tidak ada. Karena memenuhi kondisi batas pada saat 0r   maka 
haruslah 0u AC dan ݑ݊ = ܥݎ௡(ܣ ܿ݋ݏ ݊ߠ + ܤ sin݊ߠ) . Sehingga diperoleh 
ݑ௡ = ൜ܣܥ                                                                 jika ݊ = 0ܥݎ௡(ܣ ܿ݋ݏ ݊ߠ + ܤ sin݊ߠ)      jika ݊ = 1,2,3 …  
karena Persamaan (13) adalah linear dan homogen, maka menurut prinsip superposisi, 
0
0 1
( cos sin )
2
n
n n n
n n
Au u r A n B n 
 
 
    
 
dengan ܿ଴ܣܥ = ܣ଴ 2,   ܿ௡ܣ = ܣ௡⁄  dan ܿ௡ܤ = ܤ௡ untuk ݊ ∈ ܰ. 
Sehingga penyelesaian dari Persamaan (16) adalah 
0
1
1 ( cos sin ).
2
n
n n
n
u A r A n B n 


    
(28) 
Selanjutnya menggunakan kondisi batas tidak homogen pada r a . Misalkan r a  disubstitusikan ke 
Persamaan (28), diperoleh 
0
1
1( ) ( cos sin )
2
n
n n
n
H A a A n B n  


    
dan koefisien dari 0A , nA  dan nB  sebagai berikut 
2
0
0
1 ( )
2
A H d

 

 
 
(29) 
2
0
1 ( ) cosn nA H n da

  

   (30) 
2
0
1 ( )sinn nB H n da

  

   (31) 
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Substitusikan Persamaan (29), (30) dan (31) ke Persamaan (28) diperoleh 
2
10
( , ) ( )[1 2 ( ) cos ( )] .
2
n
n
r du r H n
a
 
   



    (32) 
dengan menuliskan 
1
1 2 ( ) cos ( )n
n
r n
a
 


   menjadi 
2 2
2 2
1
1 2 ( ) cos ( ) ,
2 cos( )
n
n
r a rn
a a ar r
 
 



  
    (33) 
dan menyubstitusikan Persamaan (33) ke Persamaan (32), diperoleh: 
2
2 2
2 2
0
( )( , ) ( ) .
2 cos( ) 2
H du r a r
a ar r
  

  
 
    (34) 
Persamaan (34), dikenal formula Poisson yang merupakan penyelesaian dari persamaan (13). 
Persamaan Laplace (13) dalam koordinat polar telah dibentuk formula Poisson yaitu Persamaan 
(34). Selanjutnya, dari Persamaan (34) akan dicari nilai ( , )r  , yaitu penyelesaian dari Persamaan 
(13). Namun penyelesaian Persamaan (34) sulit diselesaikan secara analitik, sehingga diperlukan 
metode numerik untuk memperoleh penyelesaian pendekatannya. 
Untuk mengevaluasi integral dalam Persamaan (34) pada lingkaran jari-jari r , menggunakan 
metode trapesium. Dari persamaan Laplace dalam koordinat polar  
2 2
2 2 2
1 1 0,u u u
r r r r 
  
  
  
 
dengan kondisi batas Dirichlet 
(0, ) 0u   ( , ) ( )u a H   
( , 0) 0u r  ( , ) 0.u r b   
Persamaan (34) dapat ditulis sebagai berikut 
2
0
1( , ) ( , ) ( ) ,
2
u r K H d

    

   
dengan 
2 2
2 2( , ) .2 cos( )
a rK
a ar r
 
 


    
Kemudian bentuk
2
0
( , ) ( )K H d

   
 
dihampiri dengan metode trapesium. Misalkan
 
( ) ( , ) ( ),F K H     
maka 
2 1
10
( ) (0) 2 ( ) (2 ) .
2
n
i
i
hF d F F F

   


  
    
  
  (35) 
Selanjutnya dengan menyubstitusikan Persamaan (35) ke Persamaan (34) sehingga diperoleh 
penyelesaian numerik dari Persamaan (13) sebagai berikut 
1
1 1
( , ) (0) 2 ( ) (2 )
4
N n
i
i i
hu r F F F  


 
  
    
  
   
 
(36) 
dengan ℎ adalah lebar partisi dari intervel [0,2ߨ], 2h
n

  dan , 1,2,..., .i ih i N    
Ada dua contoh berikut yang telah diselesaikan menggunakan perhitungan numerik yang akan 
diimplementasikan dalam program Scilab. 
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Contoh 1 Diberikan persamaan Laplace 
2 2
2 2 2 0
1 1 0 1, 0 2u u u
r r r r
r  


  
  
 
  

 
dengan syarat batas 
(1, ) cos 2u    
Dalam [4] diketahui bahwa solusi eksak dari masalah di Contoh 1 2( , ) cos 2 .u r r   Solusi 
eksak ini akan disajikan rujukan untuk evaluasi hampiran nilai dari solusi numerik yang dicari. 
 
Hasil dari Contoh 1 dihitung dengan bantuan program Scilab Persamaan (35) 2 100h

 
dan 
100n   pada Tabel 1. 
Tabel 1 Hasil Numerik Contoh 1 
No Titik Perhitunangan numerik Eksak Error 
1 (0.2,ߨ 3)⁄  -001999999999999848 −0.0199999999999993 1.457167719820518 × 10ିଵ଺ 
2 (0.3, 2ߨ 3⁄ ) −0.0450000000000004 −0.0450000000000004 2.0816681711721685 × 10ିଵ଻ 
3 (0.4,ߨ) 0.16000000000000014 0.1600000000000003 5.551115123125783 × 10ିଵ଻ 
4 (0.6, 4ߨ 3⁄ ) 1.457167719820518 × 10ିଵ଺  1.457167719820518 × 10ିଵ଺ 1.457167719820518 × 10ିଵ଺ 
5 (0.7, 5ߨ 3⁄ ) 2.08166817117217 × 10ିଵ଻ 2.081668171172169 × 10ିଵ଻ 2.0816681711721685 × 10ିଵ଻ 
6 (0.8,2ߨ) 5.5511151231258 × 10ିଵ଻ 5.551115123125783 × 10ିଵ଻ 5.551115123125783 × 10ିଵ଻ 
Dari Tabel 1 dapat dilihat bahwa perbandingan nilai hasil perhitungan numerik dengan 
penyelesaiaan eksaknya di masing-masing titik memiliki error yang cukup kecil dan error yang paling 
besar di titik  0.8,2 , yaitu 4.486570004402779 × 10ିଵ଴. Hal ini menunjukkan perhitungan 
numerik cukup baik memberikan penyelesaian numerik pada persamaan Laplace dalam koordinat 
polar. Berdasarkan simulasi numerik pada Tabel 1 menunjukkan bahwa semakin banyak dipartisi 
untuk setiap ruas garis yang digunakan untuk mengevaluasi Persaman (34) menghasilkan error yang 
lebih kecil. 
 
Contoh 2 Diberikan persamaan Laplace 
2 2
2 2 2 0
1 1 0 1, 0 2u u u
r r r r
r  


  
  
 
  

 
dengan syarat batas 
(1, ) sin 2u    
Dalam [4] diketahui bahwa solusi eksak dari masalah di Contoh 2 2( , ) sin2u r r   Solusi 
eksak ini akan disajikan rujukan untuk evaluasi hampiran nilai dari solusi numerik yang dicari. 
 
Hasil dari Contoh 2 dihitung dengan bantuan program Scilab dengan menghitung nilai di 
Persamaan (36) 2 100h
 dan 100n   pada Tabel 2. 
 
 
 
 
Tabel 2 Hasil Numerik Contoh 2  
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No Titik Perhitungan Numerik Eksak Error 
1 (0.2,ߨ 3)⁄  0.03464101615137754 0.03464101615137755 1.3877787807814457 × 10ିଵ଻ 
2 (0.3, 2ߨ 3⁄ ) −0.0779422863405995 −0.07794228634059945 5.551115123125783 × 10ିଵ଻ 
3 (0.4,ߨ) −1.942890293094 × 10ିଵ଻ −3.91886975727153 × 10ିଵ଻ 4.070639106074897 × 10ିଵ଻ 
4 (0.6, 4ߨ 3⁄ ) 0.3117691453623982 0.3117691453623981 1.1102230246251565 × 10ିଵ଺ 
5 (0.7, 5ߨ 3⁄ ) −0.4243524478543743 −0.4243524478543749 1.1102230246251565 × 10ିଵ଺ 
6 (0.8,2ߨ) −3.5289010372295 × 10ିଵ଺ −3.13509580581723 × 10ିଵ଺ 6.106226635438361 × 10ିଵ଺ 
 
Dari Tabel 2 dapat dilihat bahwa perbandingan nilai hasil perhitungan numerik dengan 
penyelesaiaan eksaknya di masing-masing titik memiliki error yang cukup kecil dan error yang paling 
besar di titik  0.8,2 , yaitu 6.106226635438361 × 10ିଵ଺. Hal ini menunjukkan perhitungan 
numerik cukup baik memberikan penyelesaian numerik pada persamaan Laplace dalam koordinat 
polar. Berdasarkan simulasi numerik pada Tabel 2 menunjukkan bahwa semakin banyak dipartisi 
untuk setiap ruas garis yang digunakan untuk mengevaluasi Persamaan (34) menghasilkan error yang 
lebih kecil. 
   
KESIMPULAN 
Berdasarkan hasil pembahasan dari persamaan Laplace dimensi dua pada koordinat polar, 
2
.2
1 01 r rru u u ur r 
    0 r a  , 2b     
diperoleh solusi eksak, yaitu: 
2
2 2
2 2
0
( )( , ) ( ) .
2 cos( ) 2
H du r a r
a ar r
  

  
 
    
(37) 
Persamaan (37) dikenal dengan formula Poisson. Penyelesaian numerik dari  persamaan Laplace pada 
koordinat polar sebagai berikut, 
1
1 1
( , ) (0) 2 ( ) (2 )
4
N n
i
i i
hu r F F F  


 
  
    
  
 
 
(38) 
dengan  
( ) ( , ) ( ).F K H     
Hasil penyelesaian numerik dari persamaan Laplace menggunakan Persamaan (38) menghasilkan 
hasil yang akurat. 
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